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4. Simetrins

n. Simetria vespecto de un punto

b. Simetrin vespecto de una vectn

c. Simetria vespecto de un plano




c. Simetrin vespecto de un plano

El simétrico del punto P respecto del plano 11 es el punto P' tal que la rect-a que pasa
por Py P' es perpendicular al plano 17 y el punto de interseccién rectas r y el plano 11 es
el punto medio del segmento PP'.

Para hallar el punto P' se sigue el procedimiento:

a) Hallar la recta r perpendicular al plano 1t que pase por el punto P
b) Hallar el punto M de interseccién de la recta r con el plano 11
) Aplicar que el punto M es el punto medio del segmento PP'

Eg‘it“*’.—;‘“o ‘



o 4 Halla el punto P'simétrico del punto P(3, - 4, 4) respecto del plano:
E(}‘ic‘““’#‘ m=2x—3y+2z—9=0

a) Hallar la recta r perpendicular al plano 1t que pase por el punto P
El vector normal del plano 11 €5 n(2, -3, 2), que es el vector director u(2, -3, 2) de la
recta perpendicular - =342
r=qy=-4-31
z=4+24

b) Hallar el punto M de interseccion de la recta r con el plano Tt

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano: "
(3+2N\)-3(-4-3\)+2(4+2)\)-9=0 e P(3,-4.4)
=-1= M(l, -1, 2)

c) Aplicar que el punto M es el punto medio del segmento PP'

34X Ly
2
4
T I y=2 5 P=(-12,0)
Az zo0

" Psimétrico respecto
0J| plano.agg



h. Simetria vespecto de una vectn

El simétrico del punto P respecto de la recta r es el punto P' tal que la recta s que pasa
por Py P'es perpendicular a la recta r, y el punto de interseccién de las rectas ry s
es el punto medio del segmento PP'.

Para hallar el punto P' se sigue el procedimiento:
a) Se halla el plano 1t perpendicular a la recta r que pase por el punto P

b) Se halla el punto M de interseccion de la recta r con el plano Tt
c) Se aplica que el punto M es el punto medio del segmento PP'



Y.Lﬁ-tﬂﬂ'p .“'_: Halla el punto P' simétrico del punto P(2, —3, 5) respecto de la recta:
: '4 x—8 y+2

p=l o2 T3

Solucién 5 2

a) Se halla el plano 11 perpendicular a la recta r que pase por el punto P

El vector director de la recta r es V(5, 2, 1), que es el vector normal al plano perpendicular 1.
Por tanto, 1i(5, 2, 1):

5(x-2)+2(y+3)+z-5=0=>m=5x+2y+2z-9=0

b) Se halla el punto M de interseccién de 1a recta r car

x=8+54
Se pasa la recta a forma paramétrica: r=qy=-2+2
z=3+4

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
58+ 5\) +2(-2+2\) +3+\-9 =0=
A =-1= M(3, 4,2

c) Se aplica que el punto M es el punto medio
del segmento PP’

2+.\'=3:}x=4

-3+¥ 'y
b =4=y=-5 = M=(4,-5-1) Psimétrico respecto

|
{'.J1 recta.agg

54z

=2=z=-1



n. Simetria vespecto de un punto

El simétrico del punto P respecto del punto M es el punto P' tal que M el punto
medio del segmento PP'.

Para hallar el punto P' es suficiente observar que M es el punto medio del
segmento PP’

o ' Hallael punto simétrico P' del punto P(2, -3, -5) respecto del punto M(3, 1,-1)
Et}‘i‘tﬂ?L n=l

solucién
2
o P ey % 3= x=4
7 MBI 3+y=1:>y=5 — P'=(4,5,3)
P(.-3.-5) 3




3. PIecpendiculavidad

a. Dectas perpendiculaves

h. 2ecta y plano perpendiculaves

c. PIlanos perpendiculaves

d. Decta que corta perpendicularmente a otras dos

Autor: Isidro Fernandez Sanchez
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d. Decta que corta perpendicularmente a otvas dos :
Los pasos a seguir son:

a. Posicién relativadery s

b. Vector T perpendicularary s

c. Plano 11 que contiene a la recta r y al vector
d. Plano 11” que contiene a la recta s y al vector n
e. La recta perpendicular comin a r y s es la interseccién de los planos anteriores

Eg&*‘%"_;“o ﬂ

11



ErLO 1‘ Halla la ecuacién de la recta que corta
R perpendicularmente a las rectas:

z+1 s=x—2=2_"_
1 4 2

r=x-1l=y-3=

a. Posicion relativadery s
Se cruzan

b. Vector n perpendicularary s

u xi =p=(2,-11)

c. Plano 11 que contiene a la recta r y al vector n

x—1 p-3 =z+1
| -1{=0 = Tr=y+z-2=0
2 -1 1
d. Plano 11° que contiene a la recta s y al vector n
x—2 y—-4 z-4
1 4 2 =0 = T =2x+y-3z+4=0

2 —1 1
e. La recta perpendicular comin a r y s es la interseccién de los plano anteriores
| r=y+2z-2=0
P=q
| T =2x+Yy - 3z+4=0

1 Perpendicular comun a
/) otras dos.agg
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c. fAanos perpendiculares

Dos planos 11 y 117 son perpendiculares si el &ngulo que forman es de 90°, es decir, si el

producto escalar de los vectores normales Ny ™ es cero. Se repre-senta por Tl Tr°

Eétztﬂ?‘:qi, Halla el valor de k para que los siguientes planos sean perpendiculares:

mm=x-4y + 1=0 m =2Xx+ky-3z-8=0

Solucién

™. Planos

perpendiculares.agg
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h. 2ecta y plano perpendiculaves

Una recta r y un plano 1t son perpendiculares si el &ngulo que forman es de 90°,
es decir, si la recta es paralela al vector normal al plano; por tanto, V || 1.

Se representa por r L T y se tiene que verificar:
rvl Vi _ W —‘

4 B C

[}

o 4l
mﬂ“"#‘ Justifica por qué la recta r y el plano 11 son perpendiculares:

x+l_y+4 74x—2y+2z+7=0

2 -1 It
Solucién
v=(2,-1,1) n=(4,-2,2)
2 -1 1 Son perpendiculares porque las coordenadas
4 -2 2

del vector director V'de la recta son proporcionales
a las coordenadas del vector normal 7 al plano.

+

Perpendicularidad
N recta-planc.agg

<|
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a. Qectas perpendiculares

Dos rectas r y s son perpendiculares si el &ngulo que forman es de 90°, es de-cir, si el
producto escalar de sus vectores directores Ty V'es cero. Se represen-ta por (g1 V

;_é\a[mﬂ.o lf- Halla el valor de k para que las siguientes rectas sean perpendiculares:

x=-3+24
x-2 y+3 z-1l

F= 5 4 ) s=9v=5+kAd; AR
z=—2-A
Solucién
U:= (5941-2) a:=(29k5-])

olu = u.u=0= (54,2). (2k,-1)=5.2+4.k+2=0=> k=-3

™y Perpendicularidad
W'| rectas.agg
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2. azingulos
a. Angulo formado por dos vectas
b. Angulo formado por dos planos

c. Angulo vecta-plano

16



c. Angulo recta-planc

El angulo formado por una recta y un plano es el angulo que forman el vector
director de la recta y el plano.

Tenemos que hallar el angulo . Para ello en primer lugar hallamos el angulo B, con
el producto escalar del vector director de la recta y el vector normal del plano:

4, 7|
Cosfp = 1"
u, .‘H‘T.l
= j SN Lcsrhw(?{‘-ﬁ.w.mtaﬁcss W T c_c-,._%.,.-ﬁ =1 — R . ~J oy (o Cewntbes:
|4, 7|
Senot = ———
i |.|n, |

S E@‘EJH“D .
g -

17



Egﬁ"‘tﬂ‘o ’—i Hallar el &ngulo que forman la recta r y el plano Tr:

rEx—ZZ—y—‘l_}:I—z 7=2x-3y+z+2=0
2
Solucién
1,2-1)-12,-3
sena = |( ) [ ’1] = ,5_ = & = Aresen ,5_ =33 3" 42,83"

\."IE '\,':‘1_4 \-'18 4 \I'I84

18



b. Angulo formado por dos planos

Dados los planos m=Ax+By+Cz+D=0 y 1 =A"x+B’y+C’z+D =0

el angulo ¢ formado por ellos es el mismo que el formado por sus vectores normales:
/N /\

a=(rx")=(h,H,)

Ef;ﬁ“_".qo .

" Ejer angulo de dos
W planos.agg
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= ' Dados los planos m=mx+y+z-15=0 y 1" =-2x+y-2z=0, determinar el
E(EEtﬂ?L "~ valor "m" sabiendo que tgx=+/2, siendo x=(11.17")

Solucién
n1'r=(mq],]) nﬂ,=(-2,],-2) C(}sz — |fi‘ﬁ,- I_’Er|
|nﬂ'|'|nﬂ:'|
- Seno
® P= Cosc = Cosat = E
na+Cos’a =1 3
\9 -ﬁx‘Z—Zm—1—>|ﬁE.ﬁw.|=2m+l ‘5= 2m+1 m=—5
3 3Wm+2 m=1
\& |: m+2
9 |=3




a. Angulo formado por dos vectas

El angulo formado por las rectas r y s se define
como el menor de los angulos

formados por sus vectores directores

A\ VAN
a=(

r,s) = menor (u'r,zis)

Cosa = Cosa=—"2-

-

i, |i | [

fa k)

U,

G‘ - B sewn éin U‘\DG‘* supPtenentarios, Yo pf:‘» fanle (as B = - (cs (1
g Yies s o — —3
| [evwanos £ vel oy Soiu(e woes asdouferas k\g oplewey £{ wewnoy & =
_— (.r'

—

U_.u,

¥

)

Et.s‘i“.""_o.i;.

as dos rectas r y s son coincidentes, el angulo que forman es cero.

Coso =

—*

U

r

—

U

5

*

as dos rectas r y s son paralelas, el angulo que forman es cero.

as dos rectas r y s se cortan, se considera el &angulo menor que forman.

vVvyvyy

as dos rectas r y s se cruzan, se considera el angulo que forma la recta r
1 una recta s' paralela a la recta s que se corte con r, es decir, una recta
que esté en el mismo plano que r.

21



W10 _g Calcular el &ngulo que forman las rectas:
T ) 3 -1 2

¥ =

Solucién

(1:‘1%)'(3’_1’2)‘ L S, B arccosfi= 29°12'2136"
V614 V84 21 V21

COsS =

™

™ Angulo de dos rectas que M cruzan.a
N 5& cortan.agg ) -

Angulo rectas que se

22



1. Qistancias

n. Qistancia entre dos puntos

bh. Distancia de un punto a un plano

c. Qistancia de un punto a una vectn
d. QDistancia entre dos planos

e. Qistancia entre dos vectas

23



e. Qistancia entre dos vectas

e Sean dos rectas r= {_P_",(XO‘VO’ZO) y s= E_{XLY],ZO
Uy Us

se trata de calcular d(r,s)

e Se define d(r,s)=min{d(Pr,s) t.q. P, Er-}

o

- Siry s se cortan o coinciden entonces d(r,s)=0
- Si son paralelas d(r,s)=d(P.,s)
- Si se cruzan hallamos la distancia:

q) wa-é-tﬁmvxtﬂ
Do foend

24



) QR o &

d(r,s)=

r s

‘

Egﬂ“ﬂ‘o iﬂ. Calcular la distancia de r a s siendo:

x—1 =z z—2
F=——=— s=-—x=y-3=
2 -1 -1
Solucién
-1 3 2
P(1,00}) P(032) PP(-132) 2 0 -1
1]k dir-s) I 1 -1 12 6414
p p— S e—— — .
5,20-1) G(-11-1) §..0,=[2 0 -1=032) " Y o4 Va7
-1 1 -1

25



d(r.s)=altura del paralelepipedo determinado por G, U_, PP.

Sabemos que: Ps ‘g’

volumen del paralelepipedo = ‘P—Pg A, A, i

volumen del paralelepipedo = area de la base por la altura= [u, A1, |-h

PP, (i, 1, )

Luego: [P.P. -(ﬁrr\ﬁ;)( = |, Ati,|-h = h= o

i, A,

PP (i ﬁj

o, A,

d(r,s)

; p. /]

26



'. Comstfuif U qun T Ggue contiene a ¥ ara -495 a$s
Plane 4 )P

2. «Q(f , s>= tQ(f, i )"' QC@. L )
Ef;ﬁﬂ?"“‘ij;.

27



4 Calcular la distancia de r a s siendo:

o 48 1 _
E(—“Etﬂ?l‘-J r=r == sz—x=y—3—z—2

2 -1

—1
Solucién
x—1 y =
1. Plano 11 que contienearyesparaleloas: z=| 2 0 -l=x+3y+2z-1=0
-1 1 -1
2. Distancia de un punto de s al plano 17 :
Ax, + By, +Cz, + D 9+4-1 —
(P, m)= e T d(P,7)= | |12 _ 6 i3 =3207
VA" +B" +( VI+9+4 V14 T
Autograph
: distancia
Linea de vector: [x; y; 2] =[1; 0; 0] + A[2; O; -1]

Linea de vector: [x; y; 2] = [0; 3; 2] + A[-1; 1; -1]

Punto mas cercano: (-0,8671; 0,4286; 0,2857); [

28



d. QDistancia entre dos planos
e Sean T=Ax+By+Cz+D=0 y 11" =A"x+B y+C"z+D =0

se trata de calcular d(11,71 ")

» Se define d(11,71")=min {d(P,Tr’) t.q. P en}

- Si no son paralelos d(tr,771")=0

- Si son paralelos hallamos su distancia:

q) G«awé—tﬂmv\tt
e fond

29



q) G‘wwétf icamente f

I. ame:f Qc. vects v F-Lfr)tthicupaf a Tl Y %u-c. P56 Per v

ponte de

l. ‘lb‘qngf 4Q punte Q , interseccidn LQ«:- ‘YT’

5 o, ) N )
gw"&jﬂ'

30



&

E{}E(ﬂﬁo 1“ Hallar la distancia entre los planos Tr=4x-2y+2z+4=0 y 11" = 2x-y+2z-3=0

Solucién

a) Recta r perpendicular a 1 por P {W(QZ’O)

Ay =T = U(2,-1,1))

b) Punto Q= rnn: Q=(5/3,7/6,5/6)
El punto Q lo podemos hallar:
- Con la recta r en paramétricas, sustituyendo éstas en el plano (A\=5/6)
- Con las ecuaciones implicitas de la recta y la ecuacion del plano resolviendo el sistema:

sz—y-l—z =3
X —2z=0
:\,E l y+z=2

od(r,r7)=d(P, Q) = ~ 2041 u

ra
"y

1 Distancia de dos
planos.agg

31



ORI}

d(mn)=dP,n")= \/ A

7

[D-D)
+B*+C?

E%EL“?LD ii Hallar la distancia entre los planos T=4x-2y+2z+4=0 y 11" = 2X-y+z-3=0

Solucién ‘ 3 2| 5 56
d{m,n)=
4+1+1 V6 6




Al ser paralelos sus ecuaciones solo difieren en los términos independientes es decir:
n=Ax+By+Cz+D=0 y n'=Ax+By+Cz+D’=0

d(mn’)=d(P,n’) t.q. P(xo.vo0.20)= ® ya sabemos que

AX, + By, +Cz, + DI ) DD

d(P,n’ )= = S i I
: : = - , :
VAL + B+ 0F Demes Ay 4By, +Czq+ Dadeohny+ By +Ceym-D 4 A° + B2 +C?

Nota: Para aplicar la formula las ecuaciones de los planos tienen que tener los mismos coeficientes de

las variables.

33



n. Qistancia entre dos puntos

L_a’distancia entre dos puntos A(Xo, Yo zo) Y B(x1, y1. z1)es el médulo del vector
AB(x1 — Xo, Y1 — Yo, Z1 — Z0)

d(4B)=|4B| = (x ~ =) +(3~ 7o) +(z1~2,)’

Et}?-(“_ﬂ‘_OJ‘i Halla la distancia que hay entre los puntos A(3, -4, 1) y B(5, 1, 4)

Solucién

d(AB)=|4B|=J(5-3) +(1+4) +(4-1)' =38 ~6.16

™
ﬂ.ﬂ Distancia dos puntos.agg
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b. Distancia de un punto a un plano

e Sea un punto P(xo,Y0,20) Y un plano mr=Ax+By+Cz+D=0:

se trata de calcular d(P,Tr)

* Se define d(P,1r)=min ‘d(P,Pl) t.q. Py en}z d(P,Q)

Dos formas de calcular la distancia de un punto a un plano:

) Gronstromente
D= foenh

35



ORI}

d(P,m)

_ |Ax, +By, +Cz, + D
JA? +B? 4 C?

E,}‘E:“?q*'. Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3) al plano
m=2x-3y+5z-7=0

Solucién

[8+3+15-7] 19 19438

d(P,z)= __Z
(P.7) J4+9+25 38 38

=308 u




jg Sea B (x,, .,z )& 7 genérico

:>d(P,TE_]=d(P.Q}=‘P—_ =Fijadndonos en el grafico= ‘P_(j‘ = ‘ﬁ"

= Por otro lado hallamos el producto escalar 1+ PP, :

qi.rp:‘ﬁ|-P_H-cmu.:‘ﬁ|-‘P_C')_‘: n-diP. 7)) =dP,x)=

|A(x, =X, )+ By, -y, )+ Clz, —2z,) |Ax, + By, + Cz, - Ax, - By, — Cz,

\-‘lAg +B 47

Ax,+By,+Cz,+D

P e AtBy+CzitD=0 (/A2 L B2 L (7

P (X0,Y0:20)

COSCL

VA’ +B* +C?

por tanto

l:)'l (x1,y1.z1) TT

PP,

fi- B

z

diP,n)=

Ax,+By,+Cz,+D
JA? +B?+ C?

37



q) G«amﬁtf icamente

p
n, | u,

|. Cchquf wa vecta ¥ ]o-af'o-aw%moqf & TT Y %H:. Pase per p

U. =Hn._

ZH‘W‘W @Q r)uhto Q, interseccidn Q-e- vecta Y Ppﬂho: r m=Q
géid&istthiq Q\lSLAf.QG es:  1(P,m)=d(P,Q)

E(}\E(‘ﬂ_?ho ﬁ

38



2.0 ﬁ Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3) al plano
BIRY o =2x-3y+5z2-7=0

soludon (v _ 4422
a) rdm=r=<y=-1-34
z=3+54
b)r m= Q= (3;0,5; 0,5)
ﬁz2x—3y+52—7:0—)2(4+2;\',)—3(—1—31)+5(3+511)—7:ﬂ—)ﬂ,;%

c¢) Distancia= d(PQ)=3,082

d(AB) =48] = [(x,-x) +(5-5) +(z-=)| d(PQ)= POl = JB-4Y +(05+1) +(05-3 =05 =308 u

.-
;ﬂ Distanc punto plano.agg
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c. Qistancia de un punto a una rectn r

 Sea un punto P(Xo.yo0.Zo) Y una recta {%E?:’;\},t;,zc]))
P.(x1,y1,21,
se trata de calcular d(P,r) P(x0.Yo-Z0)e |
: : ] ur(a,b,c)
e Se define d(P,r)=min {d(P,Pr) t.q. P erg = d(P,P,)

Dos formas de calcular la distancia de un punto a un plano:

q) Gwmétﬁmcmte.
e fornd

40



q) G-mmé.tf icamente

P(X0.Y0.20) ® 1

1. Hallar un plano ... .que pasa por P—; _;.

ZHﬁ@ﬂf oQ ‘ouhta Q, interseccidn :Q-c. Yecta D FQ«\M:: r m=Q
5 a chstth_iq QuSr-:ch. £5:

Eg&“"“iﬂ

41



o 4 Hallala distancia que hay desde el punto P(1, -1, 1) a la recta:
EéE(.ﬂ?L A

¥

2 —1

Solucién
a) Plano n perpendicular a r por P: ﬁﬁ=(2,-l,l):>1-rz 2x-y+z—4=0

b) Punto Q= rnn: Q=(7/3,-11/3,-13/3)

V336

Ad(P.r)=d(P, Q) = — =611 u

g Distanc punto recta.agg

+5

42



ORI}

i _ ’
-Eé‘ftﬂﬂv_DJﬁ Halla la distancia que hay desde el punto P(1, -1, 1) a la recta , = ITI S N

Solucién

7| conP(1,-1,1), Pi(1,-3,-5), #(2,-11) =

2 2

2 —¢’ r —6° 0 -2
: + +

(P r)=\ -1 1 2 1] 2 -1 224336
’ Ja+1+1 J6 3
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7

Segun observamos en el grafico adjunto, d(P,r)=altura del
paralelogramo determinado por el vector director de r y por el
vector P,P.

Sabemos que el area de un paralelogramo determinado por los

vectores U y lﬁ" es:

Area del paralelogramo PP A i = [i|-h = [a[-d(P,r) =

d(P,r)= FP'PT G|

i




o pretendamos que las cosas

cambien si siempre hacemos

lo mismo”. La crisis es la mejor
bendicién que puede sucederle a personas
y paises porque la crisis trae progresos.
La creatividad nace de la angustia
como el dia nace de la noche oscura.
Es en la crisis que nace la inventiva, los
descubrimientos y las grandes estrategias.
Quien supera la crisis se supera a si
mismo sin quedar “superado”. Quien atribuye a la crisis sus
fracasos y penurias violenta su propio talento y respeta mis
a los problemas gque a las soluciones. La verdadera crisis es la
crisis de la mcompetencia. El problema de las personas y los
paises es la pereza para encontrar las salidas y soluciones.
Sin crisis no hay desafios, sin desafios la vida es una rutina,
una lenta agonia. Sin crisis no hay méritos. Es en la crisis
donde aflora lo mejor de cada uno, porque sin crisis todo
viento es caricia.

Hablar de crisis es promoverla, y callar en la crisis es

exaltar el conformismo. En vez de esto trabajemos duro.
Acabemos de una vez con la Unica crisis amenazadora que

es la tragedia de no querer luchar por superarla,

Albert Einstein—

e T =2
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