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http://www.astronomia-esp.com/biografias/personajes-historicos/euclides
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Espacio  métrico
1. Distancias

2. Ángulos

3. Perpendicularidad 

4. Simetrías 
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4. Simetrías 

a. Simetría respecto de un punto

b. Simetría respecto de una recta

c. Simetría respecto de un plano
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c. Simetría respecto de un plano

El simétrico del punto P respecto del plano π es el punto P' tal que la rect­a que pasa 
por P y P' es perpendicular al plano π y el punto de intersección rectas r y el plano π es 
el punto medio del segmento PP'.

Para hallar el punto P' se sigue el procedimiento:

a)       Hallar la recta r perpendicular al plano π que pase por el punto P 
b)       Hallar el punto M de intersección de la recta r con el plano π
c)        Aplicar que el punto M es el punto medio del segmento PP' 
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Halla el punto P' simétrico del punto P(3, - 4, 4) respecto del plano:
π≡ 2x — 3y + 2z — 9 = 0

El vector normal del plano π es n(2, -3, 2), que es el vector director u(2, -3, 2) de la 
recta perpendicular r:

a) Hallar la recta r perpendicular al plano π que pase por el punto P 

P(3,-4,4)
P´

M

πb) Hallar el punto M de intersección de la recta r con el plano π
Se sustituyen las variables en la ecuación del plano:

(3 + 2λ) - 3(-4 - 3λ) + 2(4 + 2λ) - 9 = 0 
               λ = -1 ⇒ M(l, -1, 2)

c) Aplicar que el punto M es el punto medio del segmento PP'
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b. Simetría respecto de una recta

El simétrico del punto P respecto de la recta r es el punto P' tal que la recta s que pasa 
por P y P' es perpendicular a la recta r, y el punto de intersección de las rectas r y s
 es el punto medio del segmento PP'.

 Para hallar el punto P' se sigue el procedimiento:

a) Se halla el plano π perpendicular a la recta r que pase por el punto P
b) Se halla el punto M de intersección de la recta r con el plano π
c) Se aplica que el punto M es el punto medio del segmento PP'
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Halla el punto P' simétrico del punto P(2, —3, 5) respecto de la recta:

Solución

c) Se aplica que el punto M es el punto medio 
    del segmento PP'

a) Se halla el plano π perpendicular a la recta r que pase por el punto P

El vector director de la recta r es v(5, 2, 1), que es el vector normal al plano perpendicular π.
Por tanto, n(5, 2, 1):
                                    5(x - 2) + 2(y + 3) + z - 5 = 0 => π≡5x + 2y + z - 9 = 0

b) Se halla el punto M de intersección de la recta r con el plano π

Se pasa la recta a forma paramétrica:

           5(8 + 5λ) + 2(-2 + 2λ) + 3 + λ- 9 = 0=
                   λ = -l ⇒ M(3, -4, 2)

Se sustituyen las variables en la ecuación del plano: π

r

P

P´
M
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a. Simetría respecto de un punto

El simétrico del punto P respecto del punto M es el punto P' tal que M el punto 
medio del segmento PP'.

Para hallar el punto P' es suficiente observar que M es el punto medio del  
segmento PP'

Halla el punto simétrico P' del punto P(2, -3, -5) respecto del punto M(3, 1,-1)  

Solución

P

P´

M

(2, -3, -5)

(3, 1,-1) 

(x,y,z)
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3. Perpendicularidad 

a. Rectas perpendiculares

b. Recta y plano perpendiculares

c. Planos perpendiculares

d. Recta que corta perpendicularmente a otras dos
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d. Recta que corta perpendicularmente a otras dos r

s
p

Los pasos a seguir son: 

a. Posición relativa de r y s
b. Vector n perpendicular a r y s 
c. Plano π que contiene a la recta r y al vector n
d. Plano π´ que contiene a la recta s y al vector  n
e. La recta perpendicular común a r y s es la intersección de los planos anteriores
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s

π´

r

π

p

a. Posición relativa de r y s

b. Vector n perpendicular a r y s 

c. Plano π que contiene a la recta r y al vector n

d. Plano π´ que contiene a la recta s y al vector  n

e. La recta perpendicular común a r y s es la intersección de los plano anteriores

⇒  π≡y+z-2=0

Se cruzan

⇒  π´≡2x+y - 3z + 4=0

π≡y+z-2=0

  π´≡2x+y - 3z + 4=0
p≡

Halla la ecuación de la recta que corta 
perpendicularmente a las rectas:
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c. Planos perpendiculares

Dos planos π  y π´ son perpendiculares si el ángulo que forman es de 90°, es decir, si el 
producto escalar de los vectores normales n y n ' es cero. Se repre­senta por π   π´

Halla el valor de k para que los siguientes planos sean perpendiculares: 

π≡x - 4y + 1=0 π´≡2x + ky - 3z - 8=0

Solución
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r

n v

Una recta r y un plano π son perpendiculares si el ángulo que forman es de 90°, 
es decir, si la recta es paralela al vector normal al plano; por tanto, v || n. 
Se representa por            y se tiene que verificar:r π

Justifica por qué la recta r y el plano π son perpendiculares:

v=(2,-1,1) n=(4,-2,2)

Son perpendiculares porque las coordenadas
 del vector director v de la recta son proporcionales
 a las coordenadas del vector normal n al plano.

Solución

b. Recta y plano perpendiculares
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us

ur

Halla el valor de k para que las siguientes rectas sean perpendiculares:

Solución

ur=(5,4,-2) us=(2,k,-1)

⇒   ur . us=0⇒ (5,4,-2). (2,k,-1)=5.2 + 4.k + 2=0 ⇒  k=-3ur us

Dos rectas r y s son perpendiculares si el ángulo que forman es de 90°, es de­cir, si el 
producto escalar de sus vectores directores u y v es cero. Se represen­ta por u v

a. Rectas perpendiculares
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2. Ángulos

a. Ángulo formado por dos rectas

b. Ángulo formado por dos planos

c. Ángulo recta-plano
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c. Ángulo recta-plano
El ángulo formado por una recta y un plano es el ángulo que  forman el vector 
director de la recta y el plano.

α
βur

nπ

Tenemos que hallar el ángulo α. Para ello en primer lugar hallamos el ángulo β, con 
el producto escalar del vector director de la recta y el vector normal del plano:
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Hallar el ángulo que forman la recta r y el plano π:

Solución
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b. Ángulo formado por dos planos
Dados los planos π≡Ax+By+Cz+D=0   y   π´≡A´x+B´y+C´z+D´=0
el ángulo α formado por ellos es el mismo que el formado por sus vectores normales:

π

nπ

nπ´

π´
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Dados los planos π≡mx+y+z-15=0  y  π´≡-2x+y-2z=0, determinar el 
valor "m" sabiendo que tgα=√2, siendo α=(π,π´)

Solución

nπ=(m,1,1) nπ´=(-2,1,-2)
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Si las dos rectas r y s son coincidentes, el ángulo que forman es cero.

Si las dos rectas r y s son paralelas, el ángulo que forman es cero.

Si las dos rectas r y s se cortan, se considera el ángulo menor que forman.

Si las dos rectas r y s se cruzan, se considera el ángulo que forma la recta r
con una recta s' paralela a la recta s que se corte con r, es decir, una recta 
que esté en el mismo plano que r.

a. Ángulo formado por dos rectas
El ángulo formado por las rectas r y s se define
como el menor de los ángulos 
formados por sus vectores directores r s

αβ
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Calcular el ángulo que forman las rectas:

Solución

r

s
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1. Distancias

a. Distancia entre dos puntos

b. Distancia de un punto a un plano

c. Distancia de un punto a una recta

d. Distancia entre dos planos

e. Distancia entre dos rectas

P

Qπ
r

Sarolta Bán
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r

s

se trata de calcular d(r,s) 

•  Se define d(r,s)=min   d(Pr,s) t.q. Pr ∈r  

 - Si r y s se cortan o coinciden entonces  d(r,s)=0

•  Sean dos rectas   r≡                       y    s≡Pr(x0,y0,z0) 
 ur

Ps(x1,y1,z1) 
 us

 - Si son paralelas  d(r,s)=d(Pr,s)
 - Si se cruzan hallamos la distancia:

e. Distancia entre dos rectas
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Calcular la distancia de r a s siendo:

Solución



26

us

sPs

Pr

ur

Q
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r

s rs

Ps

π

π

π π
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Calcular la distancia de r a s siendo:

Autograph

r

s

1. Plano π que contiene a r y es paralelo a s :

2. Distancia de un punto de s al plano π :

r

π

distancia
s

Solución
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d. Distancia entre dos planos
•  Sean π≡Ax+By+Cz+D=0  y  π´≡A´x+B´y+C´z+D´=0

se trata de calcular d(π,π´) 

•  Se define d(π,π´)=min   d(P,π´) t.q. P ∈π  

 - Si no son paralelos d(π,π´)=0

 - Si son paralelos hallamos su distancia:

π

π´
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π

π

π´

π´ π´π π

Pπ

π

π´
Q
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Hallar la distancia entre los planos π≡4x-2y+2z+4=0  y π´≡ 2x-y+z-3=0

Pπ

π

π´
Qa) Recta r  perpendicular a π por Pπ:    

Q=(5/3,7/6,5/6)

c)d(π,π´)=d(Pπ, Q)

Pπ(0,2,0) 
 nπ = nπ´= ur(2,-1,1))

b) Punto Q⇒  r ∩ π´: 
El punto Q lo podemos hallar:
- Con la recta r en paramétricas, sustituyendo éstas en el plano (λ=5/6)
- Con las ecuaciones implícitas de la recta y la ecuación del plano resolviendo el sistema:

Solución
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Hallar la distancia entre los planos π≡4x-2y+2z+4=0  y π´≡ 2x-y+z-3=0

Solución
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a. Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos A(x0, y0 z0) y B(x1, y1, z1)es el módulo del vector 
AB(x1 — x0, y1 — y0, z1 — z0)

Halla la distancia que hay entre los puntos A(3, -4, 1) y B(5, 1, 4) 

Solución
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P

π
Q

P1

b. Distancia de un punto a un plano

•  Sea un punto P(x0,y0,z0) y un plano  π≡Ax+By+Cz+D=0 :

se trata de calcular d(P,π) 

•  Se define d(P,π)=min   d(P,P1) t.q. P1 ∈π  = d(P,Q)

Dos formas de calcular la distancia de un punto a un plano:
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Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3) al plano
π = 2x - 3y + 5z - 7 = 0

Solución
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⇒Por otro lado hallamos el producto escalar            :

⇒Fijándonos en el gráfico⇒⇒

P

π
Q

P1

α
n

(x0,y0,z0)

(x1,y1,z1)

P1 π⇒Ax1+By1+Cz1+D=0⇒
=
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 P

Q

r

π 

r π=Q

π
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 P

Q

r

π 

Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3) al plano
π = 2x - 3y + 5z - 7 = 0

a) r   π⇒

b) r π⇒  Q= (3; 0,5; 0,5)

c) Distancia= d(PQ)=3,082

Solución
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c. Distancia de un punto a una recta

Dos formas de calcular la distancia de un punto a un plano:

•  Sea un punto P(x0,y0,z0) y una recta 

se trata de calcular d(P,r) 

•  Se define d(P,r)=min   d(P,Pr) t.q. Pr ∈r  = d(P,Pr)

Pr(x1,y1,z1) 
 ur(a,b,c)

P(x0,y0,z0)

 ur(a,b,c)

Pr(x1,y1,z1)

r
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P(x0,y0,z0) P(x0,y0,z0) Qπ

r

1. Hallar un plano       que pasa por Pπ    r

r π=Q

d(P,r)=d(PQ)
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P(x0,y0,z0) Qπ

r

a) Plano π perpendicular a r por P:     =(2,-1,1)⇒π≡ 2x−y+z−4=0

b) Punto Q⇒  r ∩ π:  Q=(7/3,-11/3,-13/3)

c)d(P,r)=d(P, Q) 

Solución

Halla la distancia que hay desde el punto P(1, -1, 1) a la recta:
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Halla la distancia que hay desde el punto P(1, -1, 1) a la recta,

Solución
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